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Das unendlich lange Trennrohr mit Endbehélter

Von ALFRED KLEMM
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Chemie, Tailfingen
(Z. Naturforschg. 3a, 211—216 [1948]; eingegangen am 1. April 1948)

Es wird der raum-zeitliche Konzentrationsverlauf eines seltenen Isotops in einem
unendlich langen Trennrohr mit durchmischtem Endbehélter unter Verwendung des
Quellenintegrals berechnet. Die Erstreckung der Anreicherung ins Trennrohr hinein
ist 1,77 V' D't tiir l<V D't und 1,50 V' D'¢ tiir 1 >) D’'t. Die theoretische Plattenzahl
(Vervielfachung) ist 2wl/t/‘/nD' fir I < ]/D’t und wt/!l fir [ > ]/D’t. Dabei ist w
die effektive Geschwindigkeit des Gegenstroms, D’ die effektive Diffusionskonstante,
I die #quivalente Linge des Endbehilters und ¢ die Zeit. Die  Grofen w und D’ werden
fiir den Fall des Thermodiffusionsverfahrens, des chemischen Austauschverfahrens und
des elektrolytischen Uberfiihrungsverfahrens interpretiert.

bwohl eine vorgegebene An- oder Abreiche-
rung eines Isotops mit einem Trennrohr
(gleichgiiltig, ob es sich um Thermodiffusion,
elektrolytische Uberfiithrung oder sonst ein Trenn-
prinzip handelt) am raschesten erreicht wird,
wenn das Trennrohr an dem betreffenden Ende
geschlossen ist, also keinen Endbehélter besitzt,
werden doch aus apparativen Griinden, und weil
die Einstellzeit bei Dauerbetrieb keine Rolle spielt,
oft Trennapparaturen mit Endbehalter gebaut.
Den Einstellvorgang eines Thermodiffusions-
Trennrohres endlicher Lange, welches am einen
Ende geschlossen ist-und am anderen Ende einen
Endbehilter trigt, hat Bardeen! berechnet. Der
durch Laplace-Transformation gewonnene Kon-
zentrationsverlauf wird dort in einer Reihendar-
stellung gegeben, die um so besser konvergiert, je
niher man der Endeinstellung ist. Bei Trenn-
rohren fiir kondensierte Stoffe wird aber wegen
der gegeniiber Gasen etwa 10%-mal kleineren Dif-
fusionskonstante die Endeinstellung u. U. keines-
wegs erreicht, und es ist dann zweckmifBig, die
Rechnung fiir den Idealfall eines unendlich lan-
gen Trennrohres durchzufithren, wobei die Inte-
gration in geschlossener Form moglich ist. Die
Rechnungen fiir endliche und unendliche Trenn-
rohre ohne Endbehiilter findet man iibrigens im
Prinzip schon bei Mason und Weaver?
Wir wollen unser Problem zunéchst folgender-
malen formulieren:
Gesucht ist die iiber den Rohrquerschnitt ge-

1 J.Bardeen, Physic. Rev. 57, 35 [1940].
2 M. Mason u. W. Weaver, Physic. Rev. 23,
424 [1924].

mittelte Konzentration ¢ (z,¢), welche der Diife-
rentialgleichung
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a =T T e M

mit der Anfangsbedingung

c=c¢ firz=0und 0 <2z~ o0 @)
und der Randbedingung
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fir 2=0 und 0 < ¢t < o0

geniigt. Hier ist z die Ortskoordinate in Richtung
des Trennrohres und ¢ die Zeit. v ist die iiber den
Rohrquerschnitt gemittelte, in 2-Richtung und
relativ zur Rohrwand gerechnete Geschwindig-
keit, die das betrachtete Isotop durch das ange-
wandte Trennprinzip erhélt. D" ist eine effektive
Diffusionskonstante, die den iiber den Rohrquer-
schnitt gemittelten Konzentrationsausgleich be-
schreibt, indem bei ausgeschalteter Trennwir-
kung der Teilchenstrom durch —D’3¢/3z ge-
geben ist. » und D’ sind rdumlich und zeitlich
konstant angenommen. Der Endbehélter, in dem
die Konzentration z.B. durch Riihren réumlich
konstant gehalten wird, habe den gleichen Quer-
schnitt wie das Trennrohr und die Lénge [. Er
befinde sich links der Ebene z = 0, wahrend das
Trennrohr rechts dieser Ebene liegt.

Die so formulierte Randwertaufgabe trifft nur
fiir ein seltenes Isotop in Strenge zu.
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C=zo/ly t=t2)D', L=10/IV (4)

und der neuen, der Gleichung

c=coexp (L 2—1/4) [ () )
geniigenden Variablen [ reduziert sich das Pro-
blem auf die Aufgabe, die Funktion f(¢,<) zu
suchen, welche der Differentialgleichung

Rt

X2

I
P

(6)
mit der Anfangsbedingung
f=-exp(—{/2)fir t=0und 0< {<co (7)

und der Randbedingung

2 — & (7f of
f— — Tr =0 8)
fir {=10 und 0 < 7 < oo
geniugt.
Der Quellenintegralansatz
- (5771
= w = l 9
4 QVIE‘(f («) exp 2V o ©)
0

geniigt (6) und enthélt in der beliebigen Funk-
tion W (a) die Moglichkeit, die Anfangs- und
Randbedingung zu erfiillen. Fiir positive « wird
W(a) durch Einsetzen von (7) in (9) bestimmt:

W (e) = exp (— a/2) fir 0 <a< oo (10)
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(8) erfordert

+ 0
(2_;. g i ;a2)
Wl —sr—sr+ 7=

'eXP[-( 2;?

Mit Beniitzung der Beziehung

— 2% exp [ (2]/? )z] 1;7(1 exp [_ (7é ;7)2]
(12)

wird (11) durch partielle Integrationen umge-
wandelt in

AW (@) | @ W (q)

v/[¥v Fa— 5% da? 7] (13)
exp[ (2V )zldazo.

(13) kann nur fiir alle = erfiillt sein, wenn die
erste eckige Klammer in (13) fiir positives und
negatives « den umgekehrt gleichen Wert besitzt,
und wenn sie fiir « = 0 endlich ist, wenn also gilt

Die Losung des Gleichungssystemes (14), (15). (16) lautet

«

W(— a)=—£1 @ exp (—*2) -1-'(;__1“1)29"13 (— 27) + *—

(10) und (17) in (9) eingesetzt ergibt
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T

0
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Unter Verwendung der Beziehung

29— 4 AW (—a) . a?W(—a)

S+ T 2
& (14)

—{—exp(—'-g): fir 0 < a < oo,
W(—a)=1 fir a=0, (15)

AW (=) 1
e =5 fir e =0. (16)
a £2—2 2 — 17 _

e exp (— 5 a) (17)

fir 0 < a < oco.

)|+[,{—r coxp(— g')+r;.tlije’ el 5)

/~—2i

wol= 5l [ e 0o
;%L)] ’ (19)
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fithren wir in (18) das Fehlerintegral
.
D (xr) = V;fexp (— a)ala (20)
0
ein und erhalten, wenn wir noch f in (5) einsetzen:
c=c0(t,7). @1)
1 1 1 T + ¢
@=?{1_¢(2V‘)+ _/:(1 +t+5)eXP(“)[1_d’( )]
| . . (22)
22 (1_;. 1 )[ (—T+f)] 1 [ ( )2]
3 €X > T+ —={|1—9 ——J]— }
+(1—/.)2 p 22 + 7 2Vt 17 V Vv exp 2Vt
Fiir A = 0 geht (22) in den Ausdruck von Mason ir ir .
und Weaver? iiber. 7@ =—71", (28)
Wir wollen nun unser Resultat speziell auf die Fa = (v ="/ w, (29)
Isotopentrennung anwenden, unterscheiden des-
halb zwei Isotope ¢ und k durch Indices links Ve ( { ¥ ) o
oben und fithren den Trennfaktor i*Q ein durch 1/ ‘ Vo' Vel (80)
ik ‘e ®e, U=zw/D, U =tw?/D,=1w/D, (31)
=%, (23) :
0 27
Dann ist P ( ¢ /7)
Vo v
In %@ = ln@(C,r,/)——ln@("* Fe, k0. (24) v Ve
S
]/t Vv A

Wegen der Ahnlichkeit der Isotope entwickeln
wir (24) nach Potenzen von iD’—%D’ und v —*p
und beriicksichtigen nur die erste Ndherung:

% dln 0O ¢ 2ln0O or
tn Q—( ) AR )

2ln 6O Ji

2ln0 3¢
DI
o 91/) —o(

— )+ S @

2ln 6O ot

dln O Ji

It Vi + M o )v-o ( v— L)
Nun ist fiir v =0:

0—=1 i:i=i)/_= ikl

o = o = = =0

(26)

Also ist
ik (7@ 2 (;O l ) i k.
. Q—(D?ﬁ ta vl v 2D

Nach Ausfithrung der Differentiationen in (27)
erhélt man folgendes Ergebnis?:

sl gye + 5T el

Al

Durch die Gleichungen (30), (31), (32) ist der
raumzeitliche Verlauf der Grole f, die man ,,Ver-
vielfachung* oder auch ,theoretische Platten-
zahl”“ nennen mag, gegeben. Bevor wir hierauf
eingehen, wollen wir aber die Bedeutung der
Grolle ika, der ,effektiven Geschwindigkeit des
Gegenstromes* w und der ,effektiven Diffusions-
konstante** D" an Hand von einigen Beispielen er-
ortern.

)] . (32)

Beim Clusius-Dickel-Verfahren setzen wir

ﬁ“a =« —”;
=5

(33)

3 Fiir 1 =0 vgl.
252 [1946].

A. Klemm, Z. Naturforschg. 1.
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Durch Vergleich z. B. mit Bardeens?® Formeln
fiir ebene Wiinde folgt dann
d>og AT

w = .

7200 T

(34)

w? d?

D'=D+143 "0

(35)
Es bedeuten: « = Thermodiffusionsfaktor, d = Ab-
stand der Winde, o = Dichte. g = Erdbeschleuni-
gung. 7 = Zihigkeit, D = Diffusionskonstante,
AT = Temperaturdifferenz zwischen den Winden.
In (35) stammt das zweite Glied rechts von der
Riickmischung durch Querdiffusion, die durch die
Kombination von Gegenstrom und Konzentrations-
gradienten entsteht, wihrend das erste Glied die
gewdohnliche Langsdiffusion erfalt.

Wenn unsere Rechnung fiir Urey-Kolonnen an-
gewendet werden soll, hat man unseren Groflen
iFy,w und D’ z.B. folgende Bedeutung zu geben *:

Lh’: kh:‘
kg = In ——— 36)
Ilh,l,lhz , ( 7
ly -
"w= h o, (37)
]ll + h2
 — 12 —
D =w Wi, " (38)

Die Grofien h (Mol/em) und I (Mol/sec) sind Sub-
stanzmengen pro Sdulenléngeneinheit und Trans-
porte in Saulenrichtung.

hy="h, ", 1, ="T, + "1 =1,.

Linke obere Indices kennzeichnen Isotope, rechte
untere Phasen (z.B. 1 =f{liissig, 2 = gasformig).
Sterne rechts oben bedeuten thermodynamisches
Gleichgewicht. k’ (cm/sec) ist die summarische

Reaktionsgeschwindigkeit, definiert durch die
Gleichung

0 ihl P - hy Fh, P )

5 = — k' \hy "hy — Er,}/[,:, hy hs) . (39)

Der Operator 3/8¢ bezeichnet eine zeitliche Ande-
rung allein auf Grund des Austausches senkrecht
zur Rohrachse. Die Léngsdiffusion trigt wenig
zu D" bei und ist deshalb in (38) weggelassen.

* Vgl z.B. K. Cohen. J. Chem. Physics 8, 588

[1940].
5 Vgl a. A, Klemm. Z. Naturforschg. 3b, 62
[1948].
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Im Falle der Isotopenanreicherung durch
elektrolytische Uberfithrung setzen wir

i
ik w
a = lll % ’
s

(40)

wb ‘w und *w die Translationsgeschwindigkeiten
der Isotope relativ zu einem geeigneten Bezug-
system sind. Das Bezugsystem ist .,geeignet®,
wenn k2 unabhidngig von der elektrischen Feld-
stirke wird. Fiir verdiinnte Losungen ist das Lé-
sungsmittel. fiir geschmolzene Salze der Schwer-
punkt der Gegenionen als Bezugsystem geeignet®.

w kann hier mit “w oder *w gleichgesetzt wer-
den. Nach Westhaver® ist, wenn die Ionen-
wanderung durch eine Gegenstromung des ge-
samten Elektrolyten im Mittel kompensiert wird,
die effektive Diffusionskonstante D’ wiederum die
Summe der gewdhnlichen Diffusionskonstante
und eines von der Konvektion herriihrenden Glie-
des. Zum Beispiel gilt fiir den Fall, daB die Gegen-
stromung eine gewohnliche Poiseuillesche Stré-
mung in einem Rohr vom Radius r ist:

]{.2 p2

D=1D4002 "~ .

. (1)

Wir kommen nun zur Diskussion der durch (30),
(31), (32) gegebenen sogen. Vervielfachung f, die
die Wirksamkeit der Apparatur charakterisiert.

1 2, 2

0. z[cm]

Abb. 1. Der rdumliche Verlauf der Vervielfachung f

nach Gln. (30), (31), (32) fiir den Fall [ =1 cm,

w = 10— cm/sec, D’ = 10—* cm?[sec, t — 10* sec. Die

lineare Lrsatzfunktion f* (gestrichelt) erfiillt die Be-
4p oo

ziehung/f’d: :A/'fd: (GL 47).
0 0

In Abb. 1 ist zunéchst an einem Beispiel der
ridumliche Verlauf von f gezeigt. Links von 2 =0
ist der 1 cm lange Endbehélter zu denken, in dem
wegen des Riithrens f konstant ist, rechts von
z = 0 ist das Trennrohr mit kontinuierlich gegen 0
gehender Vervielfachung.

6 J.W. Westhaver, J. Res. Nat. Bur. Standards
38, 169 [1947].



TRENNROHR MIT ENDBEHALTER

A~

el 8 —_—
| | |

4 | |
| | |

0 | | |

0 1 2 3 4

Abb. 2. Die Funktiony (0, i/} D’t) (Gl.43) und die Er-
streckung 2o (Gl.53) der Konzentrationsverschiebun-
gen im Trennrohr in Abhéngigkeit von ¢. D" und [.
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Abb. 3. Die Vervielfachung im Endbehilter f, in Ab-
hingigkeit von ¢, w, D’ und | nach Gl.42.

Die Vervielfachung f, im Endbehélter ergibt
sich durch Nullsetzen von ¢ in (32) zu

fo= % Vo (o, V—’l_) , (42)

215

/ Y
P (O, 4/,' ; ) —
Ve (48)
1 Yr ¥

e v | (PN

Den Verlauf von ¢ (0, ‘A'/VT') zeigt Abb. 2, und
den zeitlichen Anstieg von f, fiir beliebige w, D’
und [ Abb.3. Fiir [ <V D't ergibt sich

2

p < s
‘/ T = — e

S s 44
fo Va Valr 4
und fiir 1>V D't hat ‘man
i 2 - Va Ve wt _
fo= TTl . IR i A (45)

Wir betrachten nun noch den rdumlichen Ver-
lauf von f im Trennrohr. Fiir die Diskussion ist
es praktisch, die Funktion f durch eine lineare
Funktion f zu ersetzen (s. Abb.1), die den Be-
dingungen

r=r

wo [/'(7:‘ = /f’ dz,
0 0

geniigt. z, wire dann etwa als ..Erstreckung der,
Anreicherung® zu bezeichnen. Um 2z, zu berech-
nen, schreiben wir die leichtverstindliche Glei-
chung

fir e =0, f =0 fir =z,

(46)

(47)

[((-o—c)rlz-——cort

=57

48)

fiir die Tsotope ¢ und k an, dividieren beziehungs-
weise durch ‘¢, und F¢; und subtrahieren die
Gleichungen voneinander. Dann ergibt sich, wenn
man noch ndherungsweise

i k

¢ ¢ i

— ——=In'"Q (49)
o o

setzt. mit (29)
/ In*Qd: = —"*awt, (50)

=%

oder mit (28)

fol—{—ffdz=/rt. (51)
0
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Wegen

: 1
/fd2=2f020
J

folgt mit (42)
o= — TP oy (53)
PO,V Dt

2, in Abhéngigkeit von ¢, D’ und [ ist in Abb. 2
dargestellt. Man erkennt, dal die Erstreckung der
Anreicherung z, nur wenig von ! abhingt und
im wesentlichen proportional zu ¥V D't ist. Der
Proportionalititsfaktor ist V = = 1,77 tiir [ <V D't
und 8/(3V %) = 1.50 fiir I>VD't.

Zum Schlull sei daran erinnert, daBl bei der
Endeinstellung eines Trennrohres der Linge Z
ohne Entnahme gilt

f=Zuw/D . (54)
Die Grole

h=D"/w (55)

W. BRAUNBEK

nennt man den .theoretischen Plattenabstand®.
Wollte man eine entsprechende Grofie h fiir den
Einstellvorgang des unendlich langen Trennroh-
res einfiihren, so héitte man etwa zu setzen

h=zfo- (56)
Fiir den Fall, dal kein Endbehilter vorhanden
ist. ergéibe sich dann

a

B =
2 w’

(57)

und mit wachsendem Endbehilter wiirde h belie-
big groll werden.

Anm. b. d. Korr.: In J. Res. Nat. Bur. Standards
Washington 39, 397—409 [1947] ist die Arbeit ,,Cal-
culations on counter-current electromigration von
G. Breit und F. L. Friedmann erschienen, in
der meine Gl. (22) unter Verzicht auf die Herleitung
vorweggenommen ist. Auflerdem wird dort der Fall
des Trennrohres endlicher Linge mit Endbehilter am
einen und konstanter Konzentration am anderen Ende
behandelt.

Widerstandsénderung einer Platinfolie durch Gasbeladung

Von WERNER BRAUNBEK!
(Z. Naturforschg. 3a, 216—220 [1948]; eingegangen am 6. April 1948)

Eine freitragende Platinfolie von knapp 2 w Dicke zeigt in einer Gasatmosphiire eine
Erniedrigung ihres elektrischen Widerstandes um einige 10—4 gegeniiber dem Vakuum-
wert. Der Effekt ist von Gas zu Gas verschieden. Bei den drei untersuchten Gasen ist
er bei Sauerstoff am groliten, bei Argon etwas, bei Helium sehr viel geringer. Nach
\bpumpen des Gases geht der Widerstand nahezu wieder auf den alten Wert hinauf.
Die Widerstandserniedrigung entspricht einer zusiitzlichen Metallschicht von einer- je
nach Art des Gases verschiedenen Dicke, welche jedoch immer in der Gréfenordnung
einer Atomschicht liegt. Der Effekt kann gedeutet werden als Freisetzung von Leitungs-
clektronen der Oberflichen-Metallatome durch die Gasbeladung, welche im Vakuum in-
folge der Oberflichen-Deformation des Potentials in ihrer Beweglichkeit behindert sind.

Seir langem ist bekannt, dal sich der elek-
trische Widerstand diinner Metallfolien von
der Oberfliche her beeinflussen 1iBt. Die Leit-
fahigkeits-Anomalien diinner Metallschichten, die
auf eine nichtleitende Unterlage aufgedampft
(oder durch Kathodenzerstiubung aufgebracht)
werden, werden zu einem wesentlichen Teil dem
Einflul der Unterlage zugeschrieben. Insbeson-

1 Universitat Tibingen. Die Versuche wurden 1939
im Physikalischen Institut durchgefiihrt; die Ir-
gebnisse konnen aber aus kriegshedingten Griinden
erst jetzt veroffentlicht werden.

dere zeigen aber die zahlreichen Versuche?, durch
ein statisches elektrisches Feld an der Oberfliche
einer Metallschicht deren elektrischen Widerstand
zu beeinflussen. trotz der starken Widerspriiche

2 H. A. Perkins, C.R. hebd. Séances Acad. Sci.
127, 303 [1923]; Physic. Rev. 25, 584 [1925]. — M.
Pieruceci, Nuovo Cimento 8, 193, 198 [1931]; 9, 33
[1932]; 11, 277 [1934]. — G. Polvani, Nuovo Cimento
8, 198 [1931]; 9, 69 [1932]. — R. Deaglio, Nuovo
Cimento 11, 288 [1934]. — E. Perucca, Atti R.
Accad. Sci. Torino [Classe Sci. fisich. mat. nat.] 69,
166 [1934]. — A. Deubner, Naturwiss. 22, 239
[1934]; Ann. Physik (5) 20, 449 [1934].



