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ObwTohl eine vorgegebene An- oder Abreiche-
rung eines Isotops mit einem Trennrohr 

(gleichgültig, ob es sich um Thermodiffusion, 
elektrolytische Über führung oder sonst ein Trenn-
prinzip handelt) am raschesten erreicht wird, 
wenn das Trennrohr an dem betreffenden Ende 
geschlossen ist, also keinen Endbehälter besitzt, 
werden doch aus apparativen Gründen, und weil 
die Einstellzeit bei Dauerbetrieb keine Rolle spielt, 
oft Trennappara turen mit Endbehälter gebaut. 
Den Einstellvorgang eines Thermodiffusions-
Trennrohres endlicher Länge, welches am einen 
Ende geschlossen ist- und am anderen Ende einen 
Endbehälter trägt, hat B a r d e e n 1 berechnet. Der 
durch Laplace-Transformation gewonnene Kon-
zentrationsverlauf wird dort in einer Reihendar-
stellung gegeben, die um so besser konvergiert, je 
näher man der Endeinstellung ist. Bei Trenn-
rohren f ü r kondensierte Stoffe wird aber wegen 
der gegenüber Gasen etwa 105-mal kleineren Dif-
fusionskonstante die Endeinstellung u. U. keines-
wegs erreicht, und es ist dann zweckmäßig, die 
Rechnung f ü r den Idealfall eines unendlich lan-
gen Trennrohres durchzuführen, wobei die Inte-
gration in geschlossener Form möglich ist. Die 
Rechnungen f ü r endliche und unendliche Trenn-
rohre ohne Endbehälter findet man übrigens im 
Pr inz ip schon bei M a s o n und W e a v g r 2 . 

W i r wollen unser Problem zunächst folgender-
maßen formulieren: 

Gesucht ist die über den Rohrquerschnitt ge-

1 J . B a r d e e n , P h y s i c . R e v . 57, 35 [1940] . 
2 M. M a s o n u . W . W e a v e r , P h y s i c . R e v . 23, 

424 [1924] . 

mittelte Konzentration c (z, t), welche der Diffe-
rentialgleichung 

de 
dt dz dz2 (i) 

mit der Anfangsbedingung 

c = Cq f ü r t — 0 u n d 0 < z < o c (2 ) 

und der Randbedingung 

de de 
c - D' ~ +1-- =0 dz ' dt (3) 

f ü r 2 = 0 u n d 0 < t < o c 

genügt. Hier ist z die Ortskoordinate in Richtung 
des Trennrohres und t die Zeit, v ist die über den 
Rohrquerschnitt gemittelte, in s-Richtung und 
relativ zur Rohrwand gerechnete Geschwindig-
keit, die das betrachtete Isotop durch das ange-
wandte Trennpr inzip erhält. D' ist eine effektive 
Diffusionskonstante, die den über den Rohrquer-
schnitt gemittelten Konzentrationsausgleich be-
schreibt, indem bei ausgeschalteter Trennwär-
kung der Teilchenstrom durch — D ' d e / d z ge-
geben ist. v und D' sind räumlich und zeitlich 
konstant angenommen. Der Endbehälter, in dem 
die Konzentration z. B. durch Rühren räumlich 
konstant gehalten wird, habe den gleichen Quer-
schnitt wie das Trennrohr und die Länge l. E r 
befinde sich links der Ebene z = 0, während das 
Trennrohr rechts dieser Ebene liegt. 

Die so formulierte Randwertaufgabe trifft nur 
fü r ein seltenes Isotop in Strenge zu. 

Durch E in füh rung der dimensionslosen Größen 
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t = zvjL', T = * = I V j j y (4) (g) erfordert 

und der neuen, der Gleichung 

c = c 0 e x p ( f / 2 - r / 4 ) / ' ( f , t ) (5) _ J M 4 2 * ^ 4 W ( 1 1 ) 

genügenden Variablen f reduziert sich das Pro- ' e x p ( 2 y T ) ] ~ 0 • 
blem auf die Aufgabe, die Funkt ion f(£. T) zu 
suchen, welche der Differentialgleichung M i t B e n ü t z u n g der Beziehung 

« *t ~ £ exp f - ( « I I = - f exp f -
iz = W ( 6 ) M \ 2 / T / J Ja n \ 2 V v I i 

(12) 
mit der Anfangsbedingung wird (11) durch partielle Integrationen umge-

wandelt in 
+ CO 

/ ' = exp (— t /2 ) für T = 0 und 0 < t < oo (7) 

und der Randbedingung f [ 2 ~ 1
 W(n, _ dWja) d* W(a) 1 

J L 4 " ^ > da + A da2 J 
2 — A ^ Jf , , Jf 

4 

(13) 

+ (8) " • e x p [ - ( - 2 ^ r ) 2 ] ^ = 0 . 
für C == 0 und 0 < x < oo 

genügt. (13) kann nur fü r alle T erfüllt sein, wenn die 
Der Quellenintegralansatz e r s t e eckige Klammer in (13) fü r positives und 

^ negatives a den umgekehrt gleichen Wer t besitzt, 
1 C r / « — t \21 u n d w e n n s i e f ü r a = 0 endlich ist, wenn also gilt 

f = — 7 = W{a) exp - - U d a ( 9 ) 

2 V n v J 2 V t n 2 ~ A i r r n ) , i ; > 
4 v ' ^ da ' da* 

genügt (6) und enthält in der beliebigen Funk- f (14) 
tion W (o.) die Möglichkeit, die Anfangs- und + exp (— = 0 für 0 < a < o o , 
Randbedingung zu erfüllen. F ü r positive <x wird W(a) durch Einsetzen von (7) in (9) bestimmt: W{— a) = 1 für « = 0 , (15) 

W(a) — exp (— a/2) für 0 < « < oo . (10) d\V {— a) 1 
da = T für a = 0 . (16) 

Die Lösung des Gleichungssystemes (14), (15), (16) lautet 

° « P ( - T ) + : ) • ^ 

, . A , , für 0 < a < o o . 
(10) und (1/) in (9) eingesetzt ergibt 

oo 

1=77?T J I e x p [ - 2 - ( - 1 7 r ) 1 « e x P ( - • T ) • + T ^ I F e x p * ) 
o 

+ ^ - l f e x p ^ r 4 1 e x P [ - ( i y f ) ] } d a • (18> 
Unter Verwendung der Beziehung 

oo 

~ 7 T T / e x p [ - " « - ( - 1 ^ ) ' ] = - 1 + " 0 1 ! - • ( I • ( 1 9 ) 
M 



führen wi r in (18) das Fehlerintegral 
X 

<P (x) = J exp (— a) aßa (20) 

o 

ein und erhalten, wenn wir noch f in (5) einsetzen: 

C = C 0 @(C, t ,Ä) . (21) 

2-X ,, " <22 

F ü r X = 0 geht (22) in den Ausdruck von M a s o n 
und W e a v e r 2 über. 

In ikQ = — f i k
a , (28) 

W i r wollen nun unser Resultat speziell auf die i k
a = (V hv)/w , (29) 

Isotopentrennung anwenden, unterscheiden des-
halb zwei Isotope i und k durch Indices links 2 y - ^ / f l' \ 
oben und führen den Trennfaktor 1 kQ ein durch — y ^ % \ y ^ ' I ' ^ ' 

ikn _ ? = zu-/D\T' = tw*/D',k' = hc/D', (31) 

Dann ist ,p l \ 
' / r ' V V I 

l n ikQ = In 0 ('£ , V , !Ä) In 0 , fcr , . (24) -
= i + J l i L _ A T i _ 0 + V j _ \ | 

Wegen der Ähnlichkeit der Isotope entwickeln ^ J/V L 2 ]/ J 
wir (24) nach Potenzen von jD' — fcD' und {v — kv „ W' \ 2~\) ? \ai 
und berücksichtigen n u r die erste Näherung: exp | j—~ + ~J7~J Jj e x P [— | ~ y-1 | J 

19 In 9 * 
dB' 

+ z ^ . * ™ + ( . £ * * _ * (25) 
^ Diy}v=o v % dv Durch die Gleichungen (30), (31), (32) ist der 

d In 0 dx d In 0 d'f \ raumzeitliche Verlauf der Größe f, die man „Ver-
H H —~^j t r ] v = 0 (*v—kv) . vielfachung" oder auch „theoretische Platten-

zahl" nennen mag, gegeben. Bevor wir hierauf 
Nun ist f ü r v = 0- eingehen, wollen wir aber die Bedeutung der 

Größe i k a . , der „effektiven Geschwindigkeit des 
dl dx d'/< dx Gegenstromes" w und der „effektiven Diffusions-

0 = 1 ——- = = = - — o (261 ' diy diy dB' do ' \ J konstante" D' an Hand von einigen Beispielen er-

Also ist 
örtern. 

Beim Clusius-Dickel-Verfaliren setzen wir 
i (de z dO l \ i k 

Nach A u s f ü h r u n g der Differentiationen in (27) 
erhält man folgendes Ergebnis 3 : 

3 F ü r l = 0 vg l . A. K 1 e m m , Z. N a t u r f o r s c h g . 1. 
252 [1946]. 



Durch Arergleich z. B. mit B a r d e e n s 1 Formeln 
f ü r ebene W ä n d e folgt dann 

d'2 o g AT 
7 2 0 // 

D' = D+ 1,43 
W2 d-

1) 

(34) 

(35) 

Es bedeuten: a = Thermodi f fus ionsfak tor , d = Ab-
stand der Wände , q = Dichte, g = Erdbeschleuni-
g u n g . 7] = Zähigke i t , D = D i f fus ionskons tan te , 
AT = Tempera turdi f ferenz zwischen den Wänden . 
I n (35) stammt das zweite Glied rechts von der 
Rückmischung durch Querdiffusion, die durch die 
Kombinat ion von Gegenstrom und Konzentra t ions-
gradienten entsteht, während das erste Glied die 
gewöhnliche Längsd i f fus ion erfaßt . 

W e n n unsere Rechnung f ü r Urey-Kolonnen an-
gewendet werden soll, ha t man unseren Größen 
ikz, iv und D' z .B. folgende Bedeutung zu geben4 : 

... 'hl kh* i Ä a = In —-r . „ 

%X 

h_ u ~ K + h, ' 

jy = w2 h + 
k' hl h2 

(36) 

(37) 

(38) 

Die Größen h (Mol/cm) und l (Mol/sec) sind Sub-
stanzmengen pro Säulenlängeneinhei t und T rans -
porte in Säulenr ichtung. 

K = ih„ + X , h = \ + X = h' 

Linke obere Indices kennzeichnen Isotope, rechte 
untere Phasen (z. B. 1 = flüssig, 2 = gas förmig) , 
Sterne rechts oben bedeuten thermodynamisches 
Gleichgewicht, k' (cm/sec) ist die summar ische 
Reaktionsgeschwindigkei t , definiert durch die 
Gleichung 

ö \ 
dt 

= - k< w -^ % x %% k'h* lh* l "2 
(39) 

Der Operator S/Bf bezeichnet eine zeitliche Ände-
r u n g allein auf G r u n d des Aus tausches senkrecht 
zu r Rohrachse. Die Längsd i f fus ion trägt wenig 
zu D' bei und ist deshalb in (3j3) weggelassen. 

4 Vgl . z. B. K. C o h e n . J . Chem. P h y s i e s 8, 588 
[1940]. 

5 Vgl . a. A. K l e m m . Z. N a t u r f o r s c h g . 3 b . 62 
[1948].' 

Im Fal le der I so topenanre icherung durch 
elektrolytische Ü b e r f ü h r u n g setzen wi r 

Vt = In (40) 

wb 'w und kw die Trans la t ionsgeschwindigkei ten 
der Isotope relativ zu einem geeigneten Bezug-
system sind. Das Bezugsystem ist „geeignet", 
wenn , A"a unabhängig von der elektr ischen Feld-
s tä rke wird. F ü r verdünnte Lösungen ist das Lö-
sungsmittel, f ü r geschmolzene Salze der Schwer-
punkt der Gegenionen als Bezugsystem geeignet5 . 

w kann hier mit {w oder kw gleichgesetzt wer-
den. Nach W e s t h a v e r 6 ist, wenn die Ionen-
wanderung durch eine Gegens t römung des ge-
samten Elektrolyten im Mittel kompensier t wird , 
die effektive Dif fus ionskonstante D' wiederum die 
Summe der gewöhnlichen Di f fus ionskons tan te 
und eines von der Konvektion he r rüh renden Glie-
des. Zum Beispiel gilt f ü r den Fal l , daß die Gegen-
s t römung eine gewöhnliche Poiseui l lesche Strö-
mung in einem Rohr vom Radius r ist: 

jy = I) -f 0,02 
D (41) 

W i r kommen nun zur Diskuss ion der durch (30), 
(31). (32) gegebenen sogen. Verv ie l fachung f, die 
die Wirksamkei t der A p p a r a t u r charakter i s ie r t . 

z [cm] 

Abb. 1. De r r ä u m l i c h e V e r l a u f de r V e r v i e l f a c h u n g f 
nach Gin. (30), (31) , (32) f ü r den F a l l 1 = l e r n , 
w = 10—2 cm/sec, D' = 10—4 cm2/sec, t = 104 s e c . D i e 
l i n e a r e E r s a t z f u n k t i o n f ( g e s t r i c h e l t ) e r f ü l l t die Be-

2 0 CO 

Ziehung f f dz = f f dz (Gl. 47). 
ö 0 

In Abb. 1 ist zunächst an einem Beispiel der 
räumliche Verlauf von f gezeigt. L i n k s von z = 0 
ist der 1 cm lange Endbehäl ter zu denken, in dem 
wegen des Rührens f konstant ist, rechts von 
z — 0 ist das T r e n n r o h r mit kont inuier l ich gegen 0 
gellender Vervielfachung. 

6 J . W . W e s t h a v e r , J . Res. Na t . B u r . S t a n d a r d s 
38, 169 [1947], 
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Den Verlauf von ty (0,W/VT7) zeigt Abb. 2, und 
den zeitlichen Anstieg von f 0 f ü r beliebige w, D' 
und l Abb. 3. F ü r l <VWt ergibt sich 

/ . t / . T jy 

und f ü r l >Vü't hat man 

fo = 2 V? . 1 1 v T' -, 
I -T z 

(44) 

(45) 

W i r betrachten nun noch den räumlichen Ver-
lauf von f im T r e n n r o h r . F ü r die Diskuss ion ist 
es prakt isch, die Funk t ion f durch eine l ineare 
Funk t ion f zu ersetzen (s. Abb. 1), die den Be-
dingungen 

f = f f ü r 0 = 0 , f = 0 f ü r 2, = z 0 ) (46) 

(47) f . f dz = | f dz , 

genügt. wä re dann etwa als „Ers t r eckung der 
Anre icherung" zu bezeichnen. Um z0 zu berech-
nen, schreiben wi r die leichtverständliche Glei-
chung 

/ (c0 — c) dz -- c0 v t (48) 

f ü r die Isotope i und k an, dividieren beziehungs-
weise durch 'c0 und kcQ und subt rah ie ren die 
Gleichungen voneinander . D a n n ergibt sich, wenn 
man noch näherungsweise 

Abb. 3. Die V e r v i e l f a c h u n g im Endbehä l te r f0 in Ab 
häng igke i t von t, w, D' und l nach Gl. 42. 

Die Vervie l fachung f0 im Endbehäl ter ergibt 
sich durch Nullsetzen von £ in (32) zu 

setzt, mit (29) 

oder mit (28) 

i * 
c ( i u-n i - i r =ln 

ln ikQ dz = —ika ic t , 

oo 

f0l + I fdz = ut. 

0 

(49) 

(50) 



Wegen 

folgt mit (42) 

-o 

z0 in Abhängigkeit von t, D' und l ist in Abb. 2 
dargestellt. Man erkennt, daß die Ers t reckung der 
Anreicherung z0 nu r wenig von l abhängt und 
im wesentlichen proportional zu V D ' t ist. Der 
Proport ionali tätsfaktor ist V iz — 1,77 f ü r l < VD t 
und 8 / ( 3 / ü ) = 1,50 f ü r l>VWt. 

Zum Schluß sei daran erinnert, daß bei der 
Endeinstellung eines Trennrohres der Länge Z 
ohne Entnahme gilt 

f — Z ic/D'. (54) 
Die Größe 

h = D'/w (55) 

nennt man den „theoretischen Plat tenabstand". 
Wollte man eine entsprechende Größe h f ü r den 
Einstellvorgang des unendlich langen Trennroh-
res einführen, so hätte man etwa zu setzen 

h = zQ f0 . (56) 

F ü r den Fall, daß kein Endbehälter vorhanden 
ist. ergäbe sich dann 

•T D' 
h = -£y , (57) 2 iv v ' 

und mit wachsendem Endbehälter würde h belie-
big groß werden. 

A n m . b. d. K o r r . : I n J . Res . N a t . B u r . S t a n d a r d s 
W a s h i n g t o n 39,, 397—409 [1947] i s t d i e A r b e i t „ C a l -
c u l a t i o n s on e o u n t e r - c u r r e n t e l e c t r o m i g r a t i o n " v o n 
G. B r e i t u n d F . L . F r i e d m a n n e r s c h i e n e n , in 
de r m e i n e Gl . (22) u n t e r V e r z i c h t au f d i e H e r l e i t u n g 
v o r w e g g e n o m m e n is t . A u ß e r d e m w i r d d o r t d e r F a l l 
des T r e n n r o h r e s e n d l i c h e r L ä n g e mi t E n d b e h ä l t e r a m 
e i n e n u n d k o n s t a n t e r K o n z e n t r a t i o n a m a n d e r e n E n d e 
b e h a n d e l t . 

o 

1 fdz = ^-f0z0 (52) 

V^jy t 
'/'(o j / V W t ) 

— 21 (53) 

Widerstandsänderung einer Platinfolie durch Gasbeladung 
V o n W E R N E R B R A U N B E K 1 

(Z. Naturforschg. 3 a, 216—220 [1948]; eingegangen am 6. April 1948) 

E i n e f r e i t r a g e n d e P l a t i n f o l i e v o n k n a p p 2 ^ D i c k e z e i g t in e i n e r G a s a t m o s p h ä r e e i n e 
E r n i e d r i g u n g i h r e s e l e k t r i s c h e n W i d e r s t a n d e s u m e i n i g e l O - 4 g e g e n ü b e r d e m V a k u u m -
w e r t . D e r E f f e k t i s t v o n G a s z u G a s v e r s c h i e d e n . Be i den d r e i u n t e r s u c h t e n G a s e n i s t 
e r be i S a u e r s t o f f a m g r ö ß t e n , b e i A r g o n e t w a s , be i H e l i u m s e h r v i e l g e r i n g e r . N a c h 
A b p u m p e n d e s G a s e s g e h t d e r W i d e r s t a n d n a h e z u w i e d e r auf den a l t e n W e r t h i n a u f . 
D i e W i d e r s t a n d s e r n i e d r i g u n g e n t s p r i c h t e i n e r z u s ä t z l i c h e n M e t a l l s c h i c h t v o n e i n e r je 
n a c h A r t des G a s e s v e r s c h i e d e n e n D i c k e , w e l c h e j edoch i m m e r in d e r G r ö ß e n o r d n u n g 
einer A t o m s c h i c h t l i e g t . D e r E f f e k t k a n n g e d e u t e t w e r d e n a l s F r e i s e t z u n g v o n L e i t u n g s -
e l e k t r o n e n d e r O b e r f l ä c h e n - M e t a l l a t o m e d u r c h die G a s b e l a d u n g , w e l c h e im V a k u u m in-
f o l g e d e r O b e r f l ä c h e n - D e f o r m a t i o n d e s P o t e n t i a l s in i h r e r B e w e g l i c h k e i t b e h i n d e r t s i n d . 

Seit langem ist bekannt, daß sich der elek-
trische Widerstand dünner Metallfolien von 

der Oberfläche her beeinflussen läßt. Die Leit-
fähigkeits-Anomalien dünner Metallschichten, die 
auf eine nichtleitende Unterlage aufgedampft 
(oder durch Kathodenzerstäubung aufgebracht) 
werden, werden zu einem wesentlichen Teil dem 
Einfluß der Unterlage zugeschrieben. Insbeson-

1 U n i v e r s i t ä t T ü b i n g e n . D i e V e r s u c h e w u r d e n 1939 
im P h y s i k a l i s c h e n I n s t i t u t d u r c h g e f ü h r t ; d ie E r -
g e b n i s s e k ö n n e n a b e r a u s k r i e g s b e d i n g t e n G r ü n d e n 
e r s t j e t z t v e r ö f f e n t l i c h t w e r d e n . 

dere zeigen aber die zahlreichen Versuche2 , durch 
ein statisches elektrisches Feld an der Oberfläche 
einer Metallschicht deren elektrischen Widerstand 
zu beeinflussen, trotz der starken Widersprüche 

2 H. A. P e r k i n s , C. R. hebd . S e a n c e s A c a d . Sei . 
127, 303 [1923] ; P h y s i c . R e v . 25, 584 [1925] . — M. 
P i e r u c c i , N u o v o C i m e n t o 8, 193, 198 [1931 ] ; 9, 33 
[1932] ; 11, 277 [1934] . — G. P 01 v a n i , N u o v o C i m e n t o 
8, 198 [1931] ; 9. 69 [1932] , - R. D e a g 1 i 0 , N u o v o 
C i m e n t o 11, 288 [1934] . — E . P e r u c c a , A t t i R. 
Accad . Sei. T o r i n o [ C l a s s e Sei. fisich. m a t . n a t . ] 69, 
166 [1934] . — A. D e u b n e r , N a t u r w i s s . 22. 239 
[1934] ; A n n . P h y s i k (5) 20, 449 [1934] . 


